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Algoritmide keerukus

Keerukus on funktsioon f, mis seab andmete mahule n vastavusse
algoritmi sammude arvu (ajaline keerukus) või kasutatava mälu
mahu (mahuline keerukus)

Definitsioon:

Turingi masina korral on 
•ajaline keerukus - konfiguratsioonide arv;
•mahuline keerukus - kasutatud lindipositsioonide arv.

Kasutatakse asümptootilisi hinnanguid, mis iseloomustavad keerukusfunktsioonide
käitumist andmete mahu n piiramatul kasvamisel.
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Asümptootiliselt võrdsed  funktsioonid  (näide 1)
f(n)=O(g(n))
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Asümptootiliselt võrdsed  funktsioonid  (näide 2)
f(n)=O(g(n))
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 - notatsioon

Olgu  f ja g naturaalarvulised funktsioonid. Funktsiooni f asümptootiline
(ülemine) hinnang
                           f(n) =  (g(n))
parajasti siis, kui leiduvad konstandid c > 0 ja N > 0, nii et iga n > N
korral |f(n)|  c|g(n)|.

Definitsioon:

g  on funktsiooni  f  täpne asümptootiline hinnang, kui
               f(n) =  (g(n)) ja g(n) =  (f(n)) 
Tähistus: f =  (g).

Definitsioon:

Omadus:
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 - notatsioon            (2)

Omadusi:
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Keerukushinnangute praktiline tähendus
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Keerukushinnangute praktiline tähendus (2)
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Näiteks:

a)  korrutamine - polünomiaalne keerukus -

       

                10433 *16453 =?

b) tegurdamine - eksponentsiaalne  keerukus -

                ? * ? =171654149

ni.operatsioo 2
L~

ni.operatsioo 10 2/
~

L

Keerukushinnangute praktiline tähendus (3)
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Polünomiaalne- ja eksponentsiaalne keerukus
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nioperatsioo 01 L/2

1 aasta = 31,5*106 s

Arvuti, mille kiirus on 106 op/s,  teeks aastas 31,5*1012 operatsiooni

Kui L=50, siis korrutamiseks kuluks 0,0025 s ja tegurdamiseks 0,3*109 aastat

Võrdluseks:  suurest paugust olevat möödunud 14*109 aastat.
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a)  (ajaline) keerukus halvimal juhul - W(n) maksimaalne 

     operatsioonide arv, mida tuleb täita sisendi mahu n korral

b) (ajaline) keerukus parimal juhul - B(n) minimaalne 

     operatsioonide arv, mida tuleb täita sisendi mahu n korral

c) keskmine (ajaline) keerukus - A(n) keskmine 

     operatsioonide arv, mida tuleb täita sisendi mahu n korral

Algoritmide keerukus
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Teoreem 10.1

Algoritmide keerukus ja arvutamise mudel

Olgu ( ) . Iga mitme lindiga Turingi masinal ajalise keerukusega ( ( )) 

töötava programmi jaoks leidub ekvivalentse funktsionaalsusega programm

ühe lindiga Turingi masinal, nii et tema ajaline keeru

t n n t n> O

2kus on ( ( )).t nO

Teoreem 10.2

Olgu ( ) . Iga ühe lindiga mittedeterministlikul Turingi masinal ajalise 

keerukusega ( ( )) töötava programmi jaoks leidub ekvivalentse 

funktsionaalsusega programm ühe lindiga deterministlikul Turi

t n n

t n

>

O

( ( ))

ngi masinal,

nii et tema ajaline keerukus on 2 .t nO
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Definitsioon

Ülesannete keerukusklassid

Definitsioon

U
k

knP

masinal

Turingitlikuldeterminislindigaühe

P

).TIME(                               

:ajaga lsepolünomiaa 

    lahenduvadon  mis

 hulk, ülesannete nendeon   asskeerukuskl lnePolünomiaa

=

Omadus
• Klass P on invariantne kõigil arvutamise mudelitel, mis on polünomiaalses

       ajas modelleeritavad deterministlikul Turingi masinal

• “Klassi P ülesanded on reaalselt arvutil lahendatavad”
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Definitsioon

NP keerukus

Definitsioon
Omadus   on  (= ) hulgal , kui leidub , nii et
omadust verifitseeriv predikaat ( ) .

C tuvastatav genereeritav A x A
C x = true

A

Definitsioon

 ).( eritav verifitseajas lsespolünomiaa

   takui , hulgal -on    Omadus

PC

AtuvastatavNPC

C
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Tingimus:  graafi tipp tuleb läbida täpselt üks kord.

Hamiltoni ahel

•Ülesanne HAMPATH on polünomiaalselt verifitseeritav
•Pole teada polünomiaalset algoritmi, mis tuvastaks Hamiltoni ahela olemasolu
•Hamiltoni ahel on polünomiaalselt tuvastatav mittedeterministlikul Turingi masinal 
•Pole teada polünomiaalset algoritmi ülesande HAMPATH verifitseerimiseks

{ }tso-GtsGHAMPATH  tippu  tipust ahel Hamiltonion  milles graaf,on  ,,=
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Teoreem

NP keerukus    (2)

masinat.  Turingi

uministlikkmittedeter kasutades v tuvastataajas lsespolünomiaa

on  takui siis, parajasti tuvastatav-NPon    Omadus C

Definitsioon

Definitsioon (2)

U
k

k
n ).NTIME(NP                               =
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Näide 1

NP keerukate ülesannete näited

{ }klikkon  milles graaf, teeritudmitteorienon  , k-GkGCLIQUE =

Näide 2

•Ülesanded CLIQUE ja SUBSET-SET kuuluvad klassi coNP

•Pole teada, kas NP=coNP või mitte.
•Parimad teadaolevad algoritmid NP ülesannete lahendamiseks on
eksponentsiaalse keerukusega, st

U
k

n
k

EXPTIMENP )2TIME(=
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    P = NP ?

P

NP
P=NP

Üks kahest võimalusest peab olema õige:

Kehtestatavuse ülesanne: { } valemiBool' vkehtestataon    ööSAT =

)()( zxyx=

0111

1011

0101

1001

1110

1010

0100

0000

zyx

Cook-Levini teoreem: . kui siis, parajasti  NPPPSAT =
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    Ülesannete redutseeritavus

Definitsioon Hulga *  lahenduvuse ülesanne on redutseeritav hulga *

lahenduvuse ülesandeks, kui leidub arvutatav 

funktsioon : * *, nii et iga  korral kehtib

( ) .

A B

f w

w A f w B

A B

f

f

Definitsioon

ks.- tavredutseerilselt polünomiaa

on   siis , funktsioon tavuseredutseeri Kui

B

APf

Teoreem PAPBBA siis, ning ks- tavredutseerilselt polünomiaaon   ülesanne Kui
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    Ülesannete redutseeritavus (2)

Teoreem . ülesandeks tavredutseerilselt polünomiaaon  CLIQUESAT

)()()( yyxyyxyxx=

Graafis on kõik võimalikud kaared, 
  v.a. ühe diskunkti elementide vahel ning

         vastandliteraalide vahel (näiteks x ja x vahel) 

x

x y y

x

x

y

y

y
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    NP täielikud ülesanded

Definitsioon Ülesanne B on NP täielik, kui ta rahuldab järgmisis tingimusi
• B ∈ NP

• iga NP ülesanne A on polünomiaalselt redutseeritav B-ks

Teoreem . siis  jatäielik  Kui NPPPBNPB =

Teoreem

.täielikC siis

ks,-C tavredutseerilselt polünomiaaon   jatäielik - Kui

NP

BNPB

Teoreem .täielikNPSAT

Veel NP-täielikke ülesandeid:
• HAMPATH

•  rändkaupmehe ülesanne
• SUBSET-SUM
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    Ülesannete keerukusklassid

LOG

LOGSPACE

P

NPCNP

co-NP

PSPACE

EXPTIME

EXPSPACE
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Theoretical computer science

• Algorithmic information theory

• Computability theory

• Cryptography

• Formal semantics

• Theory of computation (or theoretical computer science)
analysis of algorithms and problem complexity

logics and meanings of programs

Mathematical logic and Formal languages

• Type theory


